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Annotatsiya: Mazkur maqolada matematik tahlilning fundamental
Bo‘limlaridan biri bo‘lgan aniq integralning tekis shakllar yuzasini hisoblashdagi geometrik
ahamiyati tadqiq etilgan. Ishda egri chizigli trapetsiya yuzasini topishning nazariy asoslari , Nyuton-
Leybnis formulasining amaliy go‘llanilishi va funksiyalar turli koordinata o’qlarida chegaralanganda
hisoblash algoritmlarining o‘ziga xos xususiyatlari yoritilgan. Shuningdek , magolada murakkab
integral osti funksiyalarini yechishda integrallash usullarining samaradorligi tahlil gilinib, mavzu
doirasida metodik tavsiyalar keltirilgan.

Abstract: This article examines the geometric significance of the definite integral, one of the
fundamental branches of mathematical analysis , in calculating the area of plane figures. The paper
highlights the theoretical foundations for finding the area of a curvilinear trapezoid , the practical
application of the Nyuton-Leybnes formula , and the specific characteristics of calculation algorithms
when functions are bounded across different coordinate axes. Additionally, the article analyzes the
effectiveness of integration methods in solving complex integrand functions and provides
methodological recommendations within the scope of the subject.

AHHOTanusA: B naHHOM cTaThe UCCIEAYyETCS T€OMETPUUYECKOE 3HAYCHHUE OINPEICITCHHOIO
HHTCIpajia OJHOI'O U3 (bYHI[aMeHTaJILHBIX pasacioB MaTCMAaTUYCCKOI'0O aHajlin3a IIPpU BBIYHUCIICHUU
IJIOMIAIM TIOCKHX (puryp. B paboTe ocBelieHbl TEOPETUYECKHE OCHOBBI HAXOXKJICHHS IUIOMIAIN
KPUBOJIMHEHHOW Tpamenuud mnpakTuueckoe mpuMeHeHue ¢opmynsl Herlotona-JleiiOnuna wu
0COOEHHOCTH AITOPUTMOB BBIYHUCIICHUS TIPU OTPAaHUYCHUH (DYHKITHI 110 pa3TuIHBIM KOOPIUHATHBIM
ocsim. Taxxe B cTarbe aHanmuzupyetcs epHEeKTUBHOCTh. METOJ0B HHTETPUPOBAHKS TIPU PEIICHUH
CJIOKHBIX TOABIHTETPAIBHBIX (DYHKIMH U TPUBOIATCA METOMMYECKHE PEKOMEHIAIIMH B PaMKax
TAaHHOU TEMBI.
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JleitOHuIa, KpUBOJWHEHHAs Tpameuus, BBIYUCICHUE IUIOMAAHN, TepBooOpa3Has QyHKIHA,
reoMeTpUYECKOe MPUMEHEHNEe, MaTeMaTUYECKU aHallu3, HHTerpai Pumana.

Kirish:Aniq integral yordamida tekis yuzalarni hisoblash kabi matematik usullar nafagat
fundamental bilib, balki mamlakatimizning texnologik va igtisodiy rivojlanishi uchun ham poydevor
hisoblanadi. Zero, Muhtaram Prezidentimiz Shavkat Mirziyoyev o‘zlarining “Yangi O‘zbekiston
strategiyasi” asarlarida ta‘kidlaganlaridek:

“Biz mamlakatimizda ilm-fan sohasini rivojlantirish, yoshlarni zamonaviy bilim va ko‘nikmalar
bilan qurollantirishni Yangi O°‘zbekistonni barpo etishning eng muhim sharti deb bilamiz.
Matematik analiz kursining fundamental tushunchalaridan biri bo‘lgan aniq integral tushunchasi
zamonaviy matematikaning ko‘plab amaliy masalalarini yechishda asosiy apparat bo‘lib xizmat
giladi. Integrallash nazariyasi nafagat nazariy jihatdan , balki geometriya, fizika va muhandislik
sohalaridagi murakkab hisob-kitoblarni amalga oshirishda ham cheksiz imkoniyatlar yaratadi.
Xususan, aniq integralning geometrik ma‘nosi bevosita tekis shakllarning yuzasini hisoblash
masalasi bilan bog‘liqdir.

Qadimda shakllar yuzasini hisoblash faqat to‘g‘ri chiziqli figuralar (uchburchak, to‘rtburchak) bilan
chegaralangan bo‘lsa, aniq integralning kashf etilishi ixtiyoriy egri chiziglar bilan chegaralangan
sohalar yuzasini yugori aniglikda topish imkonini berdi. Bu jarayonda asosiy o‘rinni egri chiziqli
trapetsiya tushunchasi va uning yuzasini hisoblash uchun qo‘llaniladigan Nyuton-Leybnits formulasi
egallaydi.

Ushbu magolaning magsadi, aniq integral yordamida tekis shakllarning yuzasini hisoblash usullarini
tizimlashtirish, turli koordinata sistemalarida berilgan funksiyalar uchun yuzani topish algoritmlarini
tahlil qilish va ularning amaliy tatbiglarini ko‘rsatishdan iborat. Tadqiqot davomida egri chiziqli
sohalarni integrallash chegaralarini aniglash, funksiyalar o‘zaro kesishganda hosil bo‘ladigan sohalar
yuzasini hisoblashning o‘ziga xos xususiyatlari batafsil yoritiladi. Bu esa talabalarga va yosh
tadgigotchilarga aniq integralning geometrik mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi.

Aniq integral tushunchasining shakllanishi fanda nafagat matematik amallar ko‘lamini kengaytirdi,
balki tabiat hodisalarini modellashtirishda yangi davrni boshlab berdi. Tekis shakllar yuzasini
hisoblash masalasi integral hisobining eng qadimiy va klassik tatbiqlaridan biri bo‘lsa-da bugungi
kunda ham u o°zining dolzarbligini yo‘qotgani yo‘q. Buning asosiy sababi, zamonaviy texnalogiyalar
va kompyuter grafikasi, arxitektura hamda qurilish mexanikasi kabi sohalarda murakkab egri chizigli
konstruksiyalarining parametrlarini aniq hisoblashga bo‘lgan ehtiyojning ortib borayotganidir.
Matematik nuqgtai nazardan garaganda, yuzani integral orgali ifodalash cheksiz kichik migdorlarni
yig‘ish g‘oyasiga asoslanadi. Bundan tashqari, tekis shakllar yuzasini hisoblashda nafaqat Dekart
koordinatalar sistemasi, balki qutb koordinatalari va parametrik ko ‘rnishda berilgan funksiyalar bilan
ishlash ham alohida ahamiyat kasb etadi. Har bir holatda integralning integrallash chegaralarini
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to‘g‘ri aniqlash va funksiya grafigining koordinata o‘qlariga nisbatan joylashuvini tahlil qilish
muhim bosqich hisoblanadi.

Aniq integralning ta‘riflari.

Riman integrali. f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo‘lsin. [a, b] kesmaninga = x; < x; <
X, < X3 <...< X,_1 < X, = b shartni ganoatlantiradigan chekli sondagi nugtalar sistemasiga [a, b]
kesmaning bo‘linishi deyiladi.

Nyuton-Leybnits formulasi. Biz endi aniq integralni hisoblashda keng qo‘llaniladigan Nyuton-
Leybnits formulasi bilan tanishamiz.

Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib, F(x) funksiya uning [a, b] kesmadagi boshlang
ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

J, fGdx = F(b) = F(a)
Formula o‘rinli bo‘ladi. Bu formula integral hisobning asosiy formulasi yoki Nyuton-Leybnits
formulasi deb ataladi.t
Isboti. Aytaylik f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Ma‘lumki, bu holda

f; f(x)dx integral mavjud bo‘ladi. Endi ushbu d(x) = f; f (t)dt funksiyaning f(x)
funksiya uchun [a, b] kesmada bo‘shlang‘ich funksiya ekanini ko‘rsatamiz:

’ ET d(x+Ax)—P(x) . x+Ax
D' (x) = Al)l(lllo—AX Allm0 Axf f(dt

f(t) funksiya[x, x + Ax | kesmada uzluksiz bo‘lganligi sababli, o‘rta qiymatning birinchi formulasiga
ko‘ra

[ F(0de = f(x + 0AX)AX 0<08<1)
bo‘ladi. Demak , ®'(x) = Allmof(x + 0AX) .
Yana f(x) funksiyaning [a, b] kesmada uzluksizligini e‘tiborga olsak, Vx€[a, b] uchun ®'(x) =
Alimof (x + BAX)=1( Alimof (x + 8Ax) ) = f(x) bo‘ladi. Buesa

d(x) = f; f(t)dt funksiyaning f(x) funksiya uchun [a, b] kesmada boshlang‘ich funksiya ekanini

bildiradi. Ma‘lumki, agar f(x) funksiya biror [a, b] kesmada boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, u
holda bu funksiya shu kesmada cheksiz ko‘p boshlang‘ich funksiyalarga ega bo‘lib, ular ular bir
biridan o‘zgarmas qo‘shiluvchigagina farq giladi. Shuning uchun f(x) funksiyaning [a, b] kesmadagi
ixtiyoriy F(x) boshlang‘ich funksiyasini

! M.Xushvaqtov. “Matematik Analiz” Toshkent 2008. ®
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F(x) = [ f(Ddt+C
ko‘rnishida yozishimiz mumkin. Bundan

F(b) = [, f(t)dt +C, F@) = [ f()dt+C=0+C=C
Demak,

b
J, f(©ydt = F(b) — F(a)
Bu yerda aniq integralning qiymati itegrallash o‘zgaruvchisining qaysi harf bilan belgilanishiga
bog‘liq emasligini e‘tiborga olsak,

J, fGdx = F(b) = F(a)
formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.
Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma‘lumki, (x,y) juftlik (x € R, y € R) tekislikda nugtani
ifodalaydi.
Koordinatalari ushbu
a<x<bh c<y<d, (aeRbeR,ceR/deR)
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi tekislik nuqtalaridan hosil bo‘lgan D to‘plam:
Dy ={(x,y); x € [a,b],y € [c,d] } to‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi. (1-chizma).
Bu to‘rtburchakning tomomlari mos ravishda koordinatalar o‘qiga parallel bo‘ladi. D, to‘g‘ri
to‘rtburchakning yuzi deb ushbu miqdorga aytiladi.
w(Do)= (b —a)-(d —c)
miqdorga aytiladi.

Y
d
Cled -
oT T D X
1-ta‘rif. Agar
sup{u(A)} = inf{u(B)}

bo ‘Isa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy giymati Q shaklning yuzi deyiladi va pn(Q)
kabi belgilanadi:
r(Q) = sup{u(A)} = inf{n(B)}
Teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday A(A c
Q) va B(B c Q) to‘g‘ri ko‘pburchaklar topilib, ular uchun
u(B) —u(A) <e
®
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.2
Egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash.
Faraz qilaylik, f(x) € C[a, b] bo‘lib, Vx € [a, b] da f(x) = 0 bo‘lsin
Yugoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x = a, x = b vertikal chiziglar hamda pastdan
absissa 0°qi bilan chegaralangan Q shaklni garaylik. [a, b] segmentni ixtiyoriy
P={xyx,%5,..... %}, (@ =2%0,X,%X0,...., %, = D)
bo‘laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [xy, xj,1] oralig‘ida
inf{f(x)} = M, sup{f(x)} =M,, (k=0123,..,n—1)
mavjud bo‘ladi.
Har bir [x;, x5 1] elementar segmentda asosi Axj, = xj41 — X; bo‘lgan to‘rtburchaklar hosil qilib,
quyidagi Darbuning quyi va yuqori yig‘indilarini aniqlaymiz:
s = YRZSmy xy, S = YRS My, Axy,
Geometrik nuqtayi nazardan, s yig‘indi - egri chizigli trapetsiyaning ichiga chizilgan pog‘anali
shaklning yuzasini, S yig‘indi esa uning tashqarisiga chizilgan pog‘onali shaklning yuzasini
ifodalaydi. Binobarin, ixtiyoriy bo‘laklash uchun izlanayotgan Q yuza quydagi fundamental
tengsizlikni ganoatlantirishi lozim:
Ss<Q<S
Q =1im 123 £ (51)A%, = f;, f(x)dx
Egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash usuli va algoritmi.
Yugqorida keltirilgan ta‘riflardan ko‘rinib turubdiki, egri chiziqli trapetsiyaning yuzi matematik
nuqtai nazardan integral yig‘indisining limiti sifatida qaraladi. Biroq amaliy masalalarni yechishda
yuzani hisoblash quydagi aniq ketma-ketlikda amalga oshiriladi.
1. Sohani aniqglash: Birinchi navbatda yuzasi hisoblanishi kerak bo‘lgan soha grafikda tasvirlanadi.
Bu yerda f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksizligi va musbatligi (f(x) =0) muhim
ahamiyatga ega.
2. Integrallash chegaralarini belgilash: Sohani yon tomomlaridan chegaralab turgan x = a vax = b
vertikal chiziglar aniq integralning quyi va yuqori chegaralari bo‘lib xizmat qiladi.
3. Nyuton-Leybnits formulasini qo‘llash:
4. Yuzani hisoblashning eng asosiy usuli-bu boshlang‘ich funksiyani topish orqali Nyuton-Leybnits
fotmulasidan foydalanishdir.
Gemetrik tatbigning amaliy ahamiyati.
Tekis yuzalarni aniq integral yordamida hisoblash usuli fagat nazariy matematika bilan cheklanib
golmaydi. Uning tatbiglari quydagilarda namoyon bo‘ladi:

2 G.Xudayberganov, A.Vorisov, X.Mansurov, B.Shoimqulov. “Matematik Analizdan Ma‘ruzalar” 1-gisim Toshkent 2010.
o
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Muhandislik va qurulishda: Murakkab geometrik shakldagi detallar, ko‘prik ravoklari yoki
binolarning kavisli devorlari yuzasini hisoblashda.

Fizikada: Jisimning bosib o‘tgan yo‘lini (tezlik funksiyasidan integral olib) yoki bajarilgan ishni
hisoblashda geometrik talgin sifatida.

Iqtisodiyotda: Turli egri chiziglar orasidagi yuzani topish orgali ijtimoiy-igtisodiy ko‘rsatgichlarni
tahlil gilishda.

IIm-fan va Davlat taraqqiyoti uyg‘unligi.

Ushbu g‘oyadan kelib chigqan holda, matematik tahlil usullarini o‘rganish va ularni amaliyotga,
xususan muhandislik va sanoatda Prezidentimiz tomonidan ilgari surilgan “Uchinchi Renessans”
poydevorini qurishda raqobatbardosh kadrlar tayyorlash uchun matematik modellashtirishni
mukammal bilish talab etiladi. Davlatimiz rahbarining matematikani rivojlantirish bo‘yicha gabul
gilgan garorlari doirasida, aniq integralning geometrik tatbiglari tadqiq etish yosh olimlarning tahliliy
fikrlash gobiliyatini oshiradi. Shunday qilib, tekis yuzalarni aniq integral orqali hisoblashni o‘rganish
—bu shunchaki o‘quv jarayoni emas, balki mamlakatimizning intellektual salohiyatini yuksaltirishga
qo‘shilgan kichik bir hissadir.

Xulosa:

Ushbu tatgigot ishimizda biz matematik analizning fundamental bo‘limlaridan biri bo‘lgan “Aniq
integral yordamida tekis shakllar yuzasini hisoblash” mavzusini nazariy va amaliy jihatdan tahlil
qilib chigdik. Olingan natijalar va o‘rganilgan mabbalar asosida quydagi yakuniy xulosalarni bayon
etamiz:

Birinchidan, G.M.Fixtengols kabi akademik manbalarda batafsil yoritilganidek Nyuton Leybnis
formulasi aniq integralni hisoblashning asosi bo’lib, u geometrik masalalarni tahliliy usulga
o‘tkazish imkonini beradi. Ushbu formula orqali tekislikdagi murakkab egri chiziglar bilan
chegaralangan tekis shakllar yuzasini yuqori aniglikda hisoblashning matematik algoritmi
tizimlashtirildi.

Ikkinchidan, maqolada ko‘rsatilganidek, tekis yuzalarni hisoblashda aniq integralning tatbiqi nafaqat
nazariy matematika, balki muhandislik, qurilish va fizika kabi sohalarda hal giluvchi ahamiyatga
ega.

Uchinchidan, matematika fanini chuqur o‘rganish davlatimizning intellektual salohiyatini oshirishda
strategik ahamiyat kasb etadi.

Muhtaram Prezidentimiz Shavkat Mirziyoyev ta‘kidlaganidek:

“Matematika hamma fanlarning asosi. Bu fanni yaxshi bilgan bola aqlli, keng tafakkurli bo‘lib o‘sadi,
istalgan sohada muvaffaqiyatli ishlab ketadi.”

Darhaqigat, yurtimizda matematika fanini rivojlantirishga qaratilayotgan yuksak e‘tibor va “Yangi
O‘zbekiston strategiyasi” doirasidagi islohotlar biz kabi talaba-yoshlar uchun ilmiy izlanishlar olib
borishga keng yo‘l ochmoqda.
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